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� Introduction

Les sch�emas num�eriques en di��erences �nies utilis�es pour int�egrer les �equations
de la m�ecanique des �uides sont g�en�eralement con�cus pour pr�eserver certaines
des propri�et�es de conservation des �equations originelles� A cela� deux raisons
principales	

�� la conservation des invariants� en particulier les invariants quadratiques� est
importante pour �eviter que les mod
eles divergent��

�� la deuxi
eme motivation est plus sp�eci�que de la mod�elisation climatique�
plus int�eress�ee 
a reproduire certaines caract�eristiques stastistiques des �ecou�
lements qu

a suivre de fa�con pr�ecise une solution particuli
ere �comme en
m�et�eorologie�� La conservation de certains invariants permet d
�eviter des
d�erives de ces caract�eristiques statistiques dans des simulations longues�

Au d�ebut de la mod�elisation climatique� priorit�e �etait donn�ee 
a la stabilit�e
des mod
eles� Les recherches se sont donc surtout concentr�ees sur la conservation
des invariants quadratiques fondamentaux	 l
�energie et l
enstrophie potentielle�
En fait� aucune formulation num�erique en di��erences �nies ne semble pouvoir
conserver simultan�ement les deux quantit�es ���� L
originalit�e essentielle de la dy�
namique du LMD est d
avoir privil�egi�e la conservation de l
enstrophie ��� alors
que la plupart des mod
eles privil�egient l
�energie ����

Le sujet de cette note est de montrer que la non�conservation du moment ci�
n�etique dans la formulation originale du Mod
ele de Circulation G�en�erale �MCG�
du LMD conduit 
a des erreurs syst�ematiques sur la structure du vent zonal� par�
ticuli
erement dans la r�egion des aliz�es� Finalement� une modi�cation du sch�ema
d
advection du moment cin�etique est propos�ee� Elle permet de conserver par�
tiellement le moment cin�etique tout en maintenant la propri�et�e de conservation
de l
enstrophie potentielle� La nouvelle formulation am�eliore consid�erablement la
repr�esentation des aliz�es dans le MCG climatique� Elle est de plus un atout pour
toutes les �etudes dans lesquelles la conservation du moment cin�etique joue un
r�ole important� L
�etude de la superrotation de l
atmosph
ere de V�enus� men�ee il y
a quelques ann�ees au LMD ����� avait par exemple but�e sur ce d�efaut majeur du
mod
ele dynamique�

Le travail pr�esent�e dans cette note a �et�e motiv�e� 
a l
origine� par des probl
emes
num�eriques rencontr�es lors de l
int�egration de la version martienne du MCG� un
fort jet �etait cr�e�e dans ces simulations dans les r�egions tropicales� aboutissant 
a
une explosion num�erique�

�On peut comprendre intuitivement l�importance de la conservation des invariants quadra�
tiques� Si l��energie totale du syst�eme atmosph�erique est conserv�ee� l��energie cin�etique et� par
cons�equent le module du vent sont born�es en chaque point �ce type d�argumentation est d�eve�
lopp�ee par exemple par Kasahara 	
���
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� Formulation originale et propri�et�es de conser�

vation

��� Le sch�ema num�erique

Le mod
ele climatique du LMD est b�ati� comme tous les mod
eles de circulation
g�en�erale atmosph�erique� sur la r�esolution num�erique des �equations primitives de
la m�et�eorologie d�ecrites dans de nombreux ouvrages ���� L
analyse pr�esent�ee ici
a �et�e men�ee sur la nouvelle version de la dynamique du LMD �ecrite par Phu Le
Van ��� sur une formulation de Robert Sadourny� Cette formulation di�
ere de
l
ancienne essentiellement par deux points	 dans la nouvelle formulation� la r�e�
partition des points en longitude et en latitude peut �etre chang�ee arbitrairement�
L
autre modi�cation porte sur la r�epartition des points aux p�oles��

L
analyse pr�esent�ee ici peut �etre transpos�ee sans e�orts 
a l
ancienne formu�
lation� En fait� l
ancienne con�guration de la grille� dans laquelle les mailles ont
toutes la m�eme surface�� est m�eme d
une certaine fa�con optimale pour la conser�
vation du moment cin�etique�

La coordonn�ee verticale du mod
ele est la pression normalis�ee par sa valeur 
a
la surface	 � � p�ps� On utilise en fait � aux niveaux inter�couches et s � ��

au milieu des couches� On note X et Y les coordonn�ees horizontales	 X �resp�
Y � est une fonction biunivoque de la longitude � �resp� de la latitude ��� Les va�
riables scalaires �temp�erature potentielle � � cpT�ps

�� g�eopotentiel � et pression
de surface ps� sont �evalu�ees aux points correspondant 
a des couples de valeurs
enti
eres �X�Y � � �i� j�� Les variables dynamiques sont d�ecal�ees par rapport aux
variables scalaires en utilisant une grille C dans la d�e�nition de Arakawa ���	 le
vent zonal est calcul�e aux points �X�Y � � �i � ���� j� et le vent m�eridien aux
points �X�Y � � �i� j ������ La disposition des variables sur la grille est illustr�ee
sur la Figure ��

On utilise en fait les composantes covariantes ��u et �v� et contravariantes ���u
et ��v� du vent d�e�nies par

�u � cuu et ��u � u�cu avec cu � a cos� �d��dX�
�v � cvv et ��v � v�cv avec cv � a �d��dY �

���

o
u u et v sont les composantes physiques du vecteur vent horizontal� On introduit
�egalement	

la pression extensive� �ps �pression au sol multipli�ee par l
aire de la maille��

�Aux p
oles sont calcul�es� le vent m�eridien dans l�ancienne formulation et les variables sca�
laires dans la nouvelle�

�Dans l�ancienne formulation de la dynamique� les points �etaient �equidistants en sinus de
la latitude et r�eguli�erement r�epartis en longitude� Toutes les mailles avaient par cons�equent la
m
eme aire�
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Figure � 	 Disposition des variables dans la grille du LMD

les trois composantes du �ux de masse�

U � �ps
X��u� V � �ps

Y ��v et W � �ps �� avec �� �
d�

dt
���

le facteur de Coriolis multipli�e par l�aire de la maille� f � �� sin �cucv
o
u � est la vitesse de rotation de la plan
ete�

la vorticit�e potentielle absolue�

Z �
�x�v � �y�u� f

�ps
X�Y

���

l��energie cin�etique

K �
�

�

�
�u��u

X

� �v��v
Y
�

���

La notation �X signi�e simplement qu
on e�ectue la di��erence entre deux points
cons�ecutifs suivant la directionX� La notation aX signi�e qu
on prend la moyenne
arithm�etique de la quantit�e a suivant la direction X� Les �equations discr�etis�ees
sont �ecrites sous la forme suivante	

�equations du mouvement�

��u

�t
� Z

Y
V

X�Y
� �x �� �K� � s�

X
�xps

� �
W

X
�z�u

Z

�ps
X
�z�

� S�u ���
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�equation thermodynamique�

� ��ps��

�t
� �x

�
�
X
U
�
� �y

�
�
Y
V
�
�
�z
�
�
Z
W
�

�z�
� S� � �

�equation hydrostatique�

�z� � �p�s �
z
�zs ���

�equations de continuit�e�

�ps
�t

�
X
z

�z� ��xU � �yV � ���

�zW � ��z�

�
�xU � �yV �

�ps
�t

�
��!�

On a not�e S les termes sources dans les di��erentes �equations�

��� Les propri�et�es de conservation

On dit qu
une quantit�e q est conserv�ee globalement par les �equations discr�etis�ees
si on peut trouver un �equivalent num�erique �q� de q tel que	

� h�psd��q�i

�t
� ! ����

o
u la notation hi indique qu
on e�ectue une sommation sur l
ensemble du domaine
�on s
int�eresse uniquement 
a la fa�con de calculer les d�eriv�ees spatiales et pas 
a
l
int�egration temporelle�� Les �equations � et �!� par exemple� sont �ecrites de fa�con

a ce que la masse totale de l
atmosph
ere soit exactement conserv�ee� De m�eme
l
�equation thermodynamique  permet de conserver num�eriquement � pour les
�ecoulements adiabatiques� En fait� la forme particuli
ere de cette �equation est
choisie pour conserver 
a la fois � et �� �ce qui se montre en combinant cette
�equation avec l
�equation de continuit�e�� On montre� plus g�en�eralement� que pour
une quantit�e q conserv�ee par les �equations physiques et une fonction f de q
donn�ee� il existe une formulation num�erique permettant de conserver 
a la fois q
et f �q� �voir par exemple ��!���

Le probl
eme de la conservation devient plus complexe lorsqu
on s
attaque aux
quantit�es faisant intervenir les �equations dynamiques� Il est par exemple impos�
sible de conserver 
a la fois l
�energie et l
enstrophie avec les formulations classiques
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utilis�ees dans les GCM ���� Les mod
eles ont g�en�eralement privil�egi�e la conserva�
tion de l
�energie� Robert Sadourny a soulign�e l
importance de la conservation de
l
enstrophie et montr�e qu
elle conduit 
a une plus grande stabilit�e num�erique� au
moins dans un mod
ele des �equations de couche mince ���� La conservation de
l
enstrophie a donc �et�e privil�egi�ee dans le mod
ele du LMD� Le dilemme porte en
fait sur la fa�con de discr�etiser la partie rotationnelle des termes advectifs dans
les �equations horizontales du mouvement�

Dans la formulation originale� l
�energie totale n
est conserv�ee que pour les
�ecoulements irrotationnels� Cette conservation elle�m�eme n
est pas imm�ediate
et conduit 
a l
introduction d
une contrainte sur la disposition des niveaux verti�
caux ��!�	 les niveaux intercouches �niveaux �� et les milieux des couches �niveaux
s� sont r�epartis de fa�con 
a satisfaire la relation suivante	

��zs
Z
� 	s�z� ����

Cette relation conduit 
a d�eplacer le centre des couches par rapport 
a la moyenne
arithm�etique des niveaux inter�couches� Le d�ecalage peut devenir tel que le centre
d
une couche se trouve 
a l
ext�erieur de la couche elle�m�eme� En pratique� il faut
choisir une r�epartition su"samment lisse des niveaux � pour que les niveaux s
soient proches du centre des couches en terme de masse�

Le terme rotationnel est lui con�cu pour conserver la vorticit�e potentielle dans
le cas d
un �ecoulement barotrope ou dans le cas d
un mod
ele 
a coordonn�ee verti�
cale isentropique ����

Dans toute cette partie� on a volontairement omis le �ltrage longitudinal in�
troduit dans les hautes latitudes du mod
ele pour �eviter d
utiliser un pas de temps
trop petit� du fait de la diminution des distances entre les points de grille pr
es
des p�oles�

� La non�conservation du moment cin�etique et

son e�et sur la structure des aliz�es

��� Remarques g�en�erales sur la conservation du moment

cin�etique

Le moment cin�etique total de l
atmosph
ere autour de l
axe des p�oles est conserv�e
au cours du temps par les �ecoulements atmosph�eriques except�e dans les �echanges
avec le sol� Les processus de di�usion internes 
a l
atmosph
ere� par exemple� n
in�
duisent aucune variation de cette quantit�e� Autre remarque importante	 du fait
du caract
ere lin�eaire du moment cin�etique �dans le cas ps � cte�� celui�ci est
th�eoriquement conserv�e pour les �ecoulements explicitement repr�esent�es dans un
mod
ele en di��erences �nies �contrairement 
a l
enstrophie par exemple qui peut
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�evoluer par �echange avec les �echelles de sous�maille�� La conservation du moment
cin�etique est donc une contrainte tr
es forte sur l
�ecoulement atmosph�erique�

Cette conservation est� en plus� un instrument important d
analyse pour la
compr�ehension de la circulation g�en�erale� Dans ce cadre en e�et� on s
int�eresse
particuli
erement 
a la redistribution dans un plan latitude�altitude de la moyenne
zonale de certaines quantit�es� Or� dans le cas le plus simple d
un �ecoulement axi�
sym�etrique� l
�evolution du moment cin�etique dans un plan latitude�altitude se
r�eduit au terme d
advection m�eridienne� Cette vision axi�sym�etrique du transport
du moment cin�etique permet d
expliquer la distribution du vent zonal dans les
r�egions de basse latitude domin�ees par la circulation de Hadley� relativement
axi�sym�etrique� En tenant compte en plus des perturbations longitudinales� le
moment cin�etique peut �etre �echang�e entre deux points du plan latitude�altitude
par des ondes� ce qui se produit par exemple dans le cas des ondes de relief�

��� Erreurs syst�ematiques dans le mod�ele original du LMD

J
ai �et�e conduit 
a m
int�eresser 
a la conservation du moment cin�etique dans le mo�
d
ele du LMD 
a la suite de probl
emes num�eriques survenus lors de l
int�egration
de la version martienne du mod
ele dans une r�esolution tr
es faible	 �� longitudes

� �� latitudes � �� niveaux verticaux� Dans ces simulations� le mod
ele produi�
sait localement un tr
es fort maximum du vent zonal au sommet de la branche
descendante de la cellule de Hadley� Ce jet d
ouest tropical �etait pratiquement
r�eduit 
a un point dans le plan ��� ��� Les simulations �nissaient par diverger� Ce
maximum du vent zonal apparaissait aussi dans des simulations d
une version
�#D axi�sym�etrique du mod
ele� ce qui �eliminait d
embl�ee l
hypoth
ese d
un e�et
li�e 
a des ondes� Seuls restaient possibles des e�ets des processus dissipatifs �dif�
fusion verticale et dissipation horizontale� ou des probl
emes num�eriques li�es 
a la
non conservation du moment cin�etique� La premi
ere hypoth
ese a �et�e �elimin�ee car
des tests e�ectu�es avec une dissipation plus forte produisaient un comportement
moins pathologique�

Sur Mars� les informations directes sur les vents sont tr
es rares� et il est donc
di"cile de certi�er que le comportement du vent zonal est e�ectivement patho�
logique� autrement que par des arguments th�eoriques� Mais ce comportement
pr�esente de fortes analogies avec des d�efauts syst�ematiques du vent zonal simul�e
par le mod
ele climatique du LMD� En e�et� lors des premi
eres tentatives d
int�e�
grations longues �sur plus d
un an� du mod
ele climatique du LMD� au milieu des
ann�ees ���!� une d�erive syst�ematique est apparue aboutissant 
a une disparition
presque compl
ete des aliz�es� Vincent Cass�e a alors montr�e ��� que le couplage
avec une physique sans doute plus dissipative� celle de la M�et�eorologie Nationale�
r�eduisait la d�erive de fa�con signi�cative� A la suite de ce travail� Herv�e Le Treut
a introduit un terme de m�elange vertical de la quantit�e de mouvement dans les
processus d
ajustement convectif� ce qui a eu pour e�et de diminuer la d�erive et
d
am�eliorer la repr�esentation du vent zonal� Cependant� ce changement n
a pas
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Figure � 	 Comparaison d
une climatologie du vent zonal �ms��� au mois de Jan�
vier et des r�esultats du mod
ele du LMD sans conservation du moment cin�etique�
La climatologie �en haut� est celle de Oort ���� Les r�esultats du mod
ele du LMD
�en bas� correspondent 
a une moyenne sur cinq ans d
un run de contr�ole e�ectu�e
avec le cycle � du mod
ele � � en r�esolution �� longitudes � �� latitudes � ��

niveaux verticaux dans le cadre de l
�etude d
un scenario de doublement du gaz
carbonique �Z� X� Li et M� Forichon��

r�esolu compl
etement le probl
eme� comme le montre la structure du vent zonal
pour un run de contr�ole dans une exp�erience de doublement du gaz carbonique
e�ectu�ee par Zhao�Xin Li et Mich
ele Forichon avec le mod
ele du LMD �panneau
du bas Figure ��� En comparant le vent zonal simul�e 
a la climatologie �panneau
du haut�� on constate notamment la pr�esence anormale de vents positifs dans
les basses latitudes� La fermeture des jets en altitude est �egalement tr
es mal
repr�esent�ee dans les simulations�

Les probl
emes survenus dans les simulations terrestres et martiennes pr�esen�
tent les similarit�es suivantes	 le probl
eme est particuli
erement sensible dans les
r�egions tropicales o
u il correspond 
a une erreur positive sur le vent zonal� la cir�
culation produite par le mod
ele est d
autant plus irr�ealiste que la r�esolution et la
dissipation sont faibles�

Remarque sur la r�epartition g�eographique des erreurs� L
�equilibre g�eo�
strophique n
est stable vis 
a vis d
un �echange horizontal de particules d
air que

�



si la vorticit�e absolue de l
�ecoulement reste partout positive ���� Ceci implique en
particulier que la moyenne zonale du moment cin�etique doit d�ecro�$tre avec la la�
titude� Dans la branche sup�erieure de la cellule de Hadley� o
u le pro�l latitudinal
du vent zonal n
est pas tr
es �eloign�e d
un pro�l 
a moment cin�etique constant� une
source purement num�erique de moment cin�etique� vers �!o par exemple� produi�
rait une inversion du gradient latitudinal de moment cin�etique� L
instabilit�e ainsi
cr�e�ee serait alors r�eduite par un transport de moment cin�etique vers l
�equateur�
Ceci peut expliquer a priori que l
erreur num�erique produise un renforcement
syst�ematique de la rotation de l
atmosph
ere dans les basses latitudes�

��� Analyse de l�erreur num�erique produite dans le cas

simple d�un �ecoulement axi�sym�etrique

Il s
av
ere en fait que l
erreur responsable de la d�erive sur le vent zonal appara�$t
m�eme dans le cas d
un �ecoulement axi�sym�etrique� ce qui simpli�e consid�era�
blement l
analyse� La d�erive est d
ailleurs �egalement observ�ee dans les simula�
tions martiennes e�ectu�ees avec la version ��D� Dans le cas d
un �ecoulement
axi�sym�etrique sans termes sources� la premi
ere composante de l
�equation du
mouvement se r�eduit 
a	

��u

�t
�
��y�u� f

�ps
Y

Y

V
Y
�
W�z�u

Z

�ps�z�
� ! ����

En introduisant le moment cin�etique particulaire

M � a cos � �u� a�cos �� �

�
d�

dX

�
��

��u� cua�cos �� ����

l
�equation �� peut s
�ecrire comme une �equation d
�evolution du moment cin�etique
sous l
e�et de l
advection dans le plan latitude#altitude

�M

�t
�
�yM

�ps
Y

Y

V
Y
�
W�zM

Z

�ps�z�
� ! ����

sous r�eserve que le facteur de Coriolis soit calcul�e comme un rotationnel	

f � ��y �cua�cos �� ����

ce qui est suppos�e par la suite�� Simpli�ons 
a nouveau les �equations en supposant

�Dans les �equations originelles du MCG� le terme de Coriolis n��etait pas calcul�e sous sa forme
rotationnelle ��equation ���� Cependant� les erreurs sur le moment cin�etique qui en d�ecoulent
sont n�egligeables devant celles g�en�er�ees par lamauvaise repr�esentation de l�advection m�eridienne
du vent zonal�
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que �ps est constant 
a la fois spatialement et dans le temps �sur une grille 
a
aires constantes� ceci revient 
a s
int�eresser aux �ecoulements 
a pression de surface
constante�� C
est en fait le seul moyen de se d�ebarrasser de la pression au sol
introduite au d�enominateur du terme rotationnel pour assurer la conservation de
l
enstrophie potentielle� L
�equation �� se r�eduit alors 
a

� ��ps�z�M�

�t
� �yM

Y
V

Y
�z� �W�zM

Z
� ! �� �

On peut introduire une formulation conservative classique assez proche de cette
formulation	

� ��ps�z�M�

�t
� V �yM

Y
�z� �W�zM

Z
� ! ����

Dans ce cas en e�et� l
�evolution du moment cin�etique global se r�eduit en utilisant
l
anti�sym�etrie de l
op�erateur de d�erivation �ha�xbi � �hb�xai�	

� h�ps�z�Mi

�t
� �hV �yM�z�i � hW�zMi ����

� hM�yV �z�i� hM�zW i ��!�

et s
annule �nalement gr�ace 
a l
�equation de continuit�e� De plus un d�eveloppement
simple montre que	

V �yM
Y
� �yM

Y
V

Y
�

�yV �y ��yM�

�
����

En utilisant les Equations �� et ��� l
�equation � devient

� ��ps�z�M�

�t
� V �zM

Y
�z� �W�zM

Z
�

�yV �y ��yM�

�
�z� ����

o
u la partie non conservative du moment cin�etique a �et�e isol�ee dans le membre
de droite� On voit qu
une erreur est produite sur le moment cin�etique global d
es
lors qu
il existe une corr�elation entre la d�eriv�ee seconde en latitude du moment
cin�etique et la d�eriv�ee latitudinale du vent m�eridien�

Sur Terre et sur Mars� le terme �y ��yM� est g�en�eralement n�egatif� ce qui cor�
respond 
a la condition su"sante de stabilit�e au sens de l
instabilit�e barotrope ����
D�es lors� le terme non conservatif de l
�equation de transport du moment cin�etique
produira une erreur positive sur le vent zonal dans les zones de convergence lati�
tudinale ��yV 
 !� et n�egative dans les r�egions de divergence� Cet e�et local est
illustr�e sur la Figure � repr�esentant l
�evolution du vent zonal dans une simulation
martienne de dix jours�

L
�etat initial est le r�esultat d
une simulation e�ectu�ee avec la formulation
conservative pr�esent�ee dans la section suivante� Il correspond 
a un solstice d
hi�
ver nord� la circulation m�eridienne �graphique du haut Figure �� est domin�ee par
une grande cellule de Hadley qui s
�etend des moyennes latitudes de l
h�emisph
ere

�!
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Figure � 	 Evolution sur �! jours du vent zonal �ms��� sur Mars simul�e avec un
sch�ema qui ne conserve pas le moment cin�etique�
L
�etat initial de cette simulation est le r�esultat d
une simulation e�ectu�ee avec la
nouvelle formulation qui conserve le moment cin�etique� cet �etat correspond 
a un
solstice d
hiver nord�
Les deux premiers graphiques repr�esentent la fonction de courant de la circu�
lation m�eridienne en �!�kgs�� �premier graphique� et la moyenne longitudinale
du vent zonal �deuxi
eme graphique� pour l
�etat initial�
Les deux graphiques du bas repr�esentent l
�evolution du vent zonal au bout
de � et �! jours simul�ee avec l
ancienne formulation non conservative du moment
cin�etique et une faible r�esolution	 �� longitudes � �� latitudes � �	 niveaux

verticaux� ��



sud �branche ascendante� aux latitudes moyennes de l
h�emisph
ere d
hiver �subsi�
dance�� Le vent zonal dans les basses latitudes �second graphique de la Figure ��
est bien en accord avec les arguments simples de transport du moment cin�etique
par la circulation m�eridienne avec notamment un syst
eme d
aliz�es	 on observe
comme sur Terre la cr�eation d
un syst
eme de vent d
est dans l
h�emisph
ere nord
o
u les particules sont advect�ees vers l
�equateur� du fait que la circulation de Had�
ley s
�etend beaucoup plus loin que sur Terre dans l
h�emisph
ere d
�et�e� on observe
de plus un fort vent d
ouest vers �!oS�

A partir de cette �etat initial �obtenu avec une formulation qui conserve le
moment cin�etique� le mod
ele a �et�e int�egr�e pendant dix jours en utilisant la for�
mulation non conservative� Les deux graphiques du bas de la Figure � montrent la
d�et�erioration du vent zonal au bout de � et �! jours respectivement� On voit tr
es
clairement se cr�eer des d�erives positives locales du vent zonal dans les zones de
convergence de la cellule de Hadley� en bas de la branche ascendante et en haut de
la branche descendante� En absence de dissipation� ces erreurs cro�$traient expo�
nentiellement �un maximum local du vent ainsi cr�e�e renfor�cant le terme �y ��yM�
et donc le maximum lui�m�eme��

Bien que moins nettement� on observe �egalement dans les simulations ter�
restres �Figure �� les maxima de d�efauts positifs du vent zonal dans les zones de
convergence de la cellule de Hadley Nord�

� Nouvelle formulation

	�� Nouvelle formulation des �equations du mouvement

L
analyse pr�ec�edente d�egage deux erreurs num�eriques ind�ependantes sur la conser�
vation du moment cin�etique� l
une li�ee 
a la d�e�nition du facteur de Coriolis et
l
autre 
a la mauvaise repr�esentation de l
advection m�eridienne de u� La premi
ere
erreur est �elimin�ee en utilisant pour f sa forme rotationnelle ��equation ���� La
seconde �plus fondamentale� peut �etre �elimin�ee �egalement en tirant partie du
fait que la conservation num�erique de l
enstrophie ne concerne que les termes
d
advection horizontale� Il est en fait possible de transformer le terme d
advec�
tion verticale a�n d
�eliminer exactement les erreurs sur l
advection m�eridienne du
moment cin�etique pr�esent�ees dans la section pr�ec�edente� On peut pour ce faire
utiliser les deux formulations suivantes	
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o�u �uabs est la composante zonale covariante du vecteur vent absolu	

�uabs � �u� cua�cos � �

�
d�

dX

�
M ����

La deuxi
eme formulation est plus proche d
une �equation d
�evolution du moment
cin�etique� On v�eri�e facilement que ces deux formulations conservent le moment
cin�etique dans le cas simple �etudi�e pr�ec�edemment d
un �ecoulement axi�sym�etrique
avec �ps � cte� cette conservation est obtenue gr�ace 
a l
introduction du terme d
ad�

vection verticale de �uabs
Y Y

� En contre�partie� les nouvelles �equations ne conser�
vent plus l
�energie globale� mais celle�ci n
�etait conserv�ee� dans la formulation
originale� que pour des �ecoulements irrotationnels�

On utilise pour la deuxi
eme composante de l
�equation du mouvement une
formulation �equivalente	

��v
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	�� Conservation du moment cin�etique dans le cas �
D

En se pla�cant toujours dans l
approximation �ps � cte� l
�evolution du moment
cin�etique global s
obtient dans le cas ��D en multipliant l
Equation �� par

�ps�z�
d�

dX
�� �

Apr
es �elimination des termes de moyenne globale nulle on obtient	

� h�psM�z�i

�t
�

d�

dX

D
�x�v

Y
V

X�Y
�z�

E
�
D
��yM

Y
V

X�Y
�z� �M

Y�Y
�zW

X
E

����

Le premier terme dans le membre de droite n
est pas nul en g�en�eral� Cependant�
les erreurs num�eriques correspondantes proviennent uniquement de la g�eom�etrie
sph�erique� En g�eom�etrie plane en e�et� ce terme deviendrait

D
�xv

Y
vX�Y

E
�
�
�xv

Y vY
X
�

����

qui s
annule en utilisant l
identit�e remarquable ax�xa � �xa
���� Le deuxi
eme

terme 
a droite dans l
Equation �� peut se transformer en utilisant successivement
les propri�et�es de sym�etrie des op�erateurs discrets et l
�equation de continuit�e	
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Figure � 	 Vent zonal �ms��� en Janvier obtenu avec la nouvelle formulation de
la dynamique�
La simulation est identique 
a celle de la Figure � mis 
a part deux changements
dans le mod
ele	 changement du sch�ema de pr�ecipitation et de la formulation
dynamique�

Une fois encore� les erreurs num�eriques mises en jeu ici sont li�ees uniquement 
a
la g�eom�etrie sph�erique�

En r�esum�e� les �equations conservent exactement le moment cin�etique pour
des �ecoulements 
a �ps � cte dans le cas d
une circulation axi�sym�etrique� Pour les
�ecoulements non axi�sym�etriques� l
erreur num�erique provient exclusivement de
la g�eom�etrie sph�erique�

	�� Tests num�eriques

Dans le MCG de l�atmosph�ere de Mars� on utilise la formulation ��� Les
deux graphiques du haut de la Figure � montrent les r�esultats d
une simulation
e�ectu�ee avec cette nouvelle formulation� La simulation a �et�e poursuivie sur trois
ann�ees martiennes �six ann�ees terrestres� sans d�et�erioration du vent zonal�

Dans le mod�ele climatique terrestre� c
est la formulation �� qui a �et�e in�
troduite par Phu Le Van� Pour l
instant� le terme de Coriolis est lui toujours
calcul�e avec l
ancienne formulation�

La Figure � montre les r�esultats d
une simulation identique 
a celle pr�esent�ee
sur la Figure � 
a deux di��erences pr
es	

�� le changement sur la dynamique pr�esent�e ici�

�� un changement sur le sch�ema de pr�ecipitation des nuages�

L
am�elioration de la repr�esentation du vent zonal est tr
es nette et particuli
erement
marqu�ee dans les basses latitudes� En revanche� le changement de formulation
n
am�eliore pas la structure des jets en altitude�
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Figure � 	 Comparaison entre la climatologie et les deux simulations pour le mois
de juillet �vent zonal en ms����
La climatologie de Oort ��� en haut� Les r�esultats du mod
ele du LMD	 ancienne
formulation �au milieu� et nouvelle formulation �en bas��

��



La comparaison entre la climatologie et les deux simulations pour le mois de
juillet �Figure �� conduit aux m�emes conclusions� Il faut noter que ces di��erents
r�esultats ont �et�e produits avec une version ancienne de la physique du mod
ele cli�
matique et une faible r�esolution� La structure du vent zonal est beaucoup mieux
repr�esent�ee dans la version cycle� du mod
ele � � utilis�ee actuellement pour les
�etudes climatiques� Cette version inclut les modi�cations sur la dynamique pr�e�
sent�ees ici et est couramment utilis�ee en r�esolution �� longitudes � 	
 latitudes

� �� niveaux verticaux�
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